
 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 کاربردهای مشتق و پیوستگی :٤فصل 
 

 

 ٥٠

 
 ي صعودي و نزولي تابعها٣ . ٤

قضية مقدار ميانگين، كه در قسمت قبل به بررسي آن پرداختيم، اكنون اين امكان را فـراهم                 
 .نيمم يك تابع استفاده نماييم آورد كه از مفهوم مشتق براي تعيين ماكزيمم و مي مي

 

Ixx ناميم در صورتي كه به ازاي هر صعودي Iبر بازة را  f تابع :تعريف  ∈′, ، 
xx )()(دهد كه   نتيجه >′ xfxf ′≤. 

xxاگر  )()( نتيجه دهد كه >′ xfxf  .ناميم  ميصعودي اكيد Iبر بازة   راf، آنگاه >′
 

از طـرف ديگـر،     . رود   صعودي اكيد باشد، نمودار آن به طور مداوم بالا مي          I بر   fبنابراين اگر         
وجـود  » هـاي ثبـات   بازه«آيد اما ممكن است باشد، نمودار آن هرگز پايين نمي    صعودي   Iبر   fاگر  

به عنوان مثال، هـر يـك از        . يابد  ها نمودار تابع به قطعه خطي افقي تقليل مي          داشته باشد كه در آن    
],[هاي زير بر      توابع نشان داده شده در شكل      ba          ابع ت ـ) الـف ( صعودي هستند ولي فقـط در شـكل

 .صعودي اكيد است
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢١ . ٤شکل
 

Ixx ناميم در صورتي كه به ازاي هر نزولي I را بر بازة f تابع :تعريف  ∈′, ، 
xx )()( نتيجه دهد كه >′ xfxf ′≥.  

xxاگر  )()( نتيجه دهد كه  >′ xfxf  . ناميم  مينزولي اكيد I را بر بازة f، آنگاه <′
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 fاز طرف ديگر، اگر . آيد مداوم پايين مينزولي اكيد باشد، نمودار آن به طور    I بر   fبنابراين اگر   
وجود داشـته باشـد   » هاي ثبات بازه«رود اما ممكن است   نزولي باشد، نمودار آن هرگز بالا نمي    Iبر  

 .اييدبه شكل زير توجه نم. يابد ها نمودار تابع به قطعه خطي افقي تقليل مي كه در آن
 

 

 

 

 

 

 ٢٢ . ٤شکل

باشد، ) نزولي اكيد(اي صعودي اكيد   بر روي بازهfشود كه اگر تابع  هاي بالا ديده مي از روي تعريف
 .است) نزولي(آنگاه روي آن بازه صعودي 

 

 يكنـوا  Iد، صعودي يا نزولي باشد، بر       صعودي اكيد، نزولي اكي    I تابعي را كه بر بازة       :تعريف  
 . ناميم مي

)(3تابع ) ١ ( :١٩مثال  xxf  . صعودي اكيد استR روي=

تابع ) ٢(
x

x
xf

+
=

1
]0,(و در ) اكيد( نزولي ∞−),0[ در )(  .است) اكيد( صعودي +∞

)(2تابع ) ٣( xxg ]0,(و در ) اكيد( نزولي ∞−),0[ در =  . است)اكيد( صعودي +∞
)(][تابع ) ٤( xxh  . صعودي استR روي =

تابع ) ٥(
x

xk 1)( )0,( در = ) و در +∞  .اش يكنوا نيست است ولي در دامنه) اكيد( نزولي ∞−(0,

           تابع) ٦(




=
x
x

xf
,0
,1

 .اي يكنوا نيست  روي هيچ بازه)(

 

Rxxxxاگر  ) ١( .حل ∈′′< 33 آنگاه بديهي است كـه       ,, xx )()(، يعنـي،    >′ xfxf  و لـذا  >′
 به شكل زير توجه نماييد ؛.  صعودي اكيد استRبر  fتابع 

 منطق
 اصم
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 ٥٢

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٣ . ٤شکل

)نمودار تابع ) ٢( )
1

x
f x

x
=

+
  در شكل زير نشان داده شده است ؛

 
 
 
 
 
 
 

 ٢٤ .٤شکل
 

,]0,(فرض كنيم  ∞+∈′xx و xx  توان نوشت  مي. >′

( ) ( )
1 1 1 1

( 1) ( 1)

x x x xf x f x
x x x x

x x x x xx x xx x x x

′ ′
′< ⇔ < ⇔ <

′ ′+ + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ + < + ⇔ + < + ⇔ <  

,0] بر fگيريم كه تابع  و لذا نتيجه مي )+  . اكيد است صعودی ∞
 

,فرض كنيم  ( ,0]x x ′∈ xx و ∞−  توان نوشت  مي. >′
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( ) ( )
1 1 1 1

( 1) ( 1)

x x x xf x f x
x x x x

x x x x xx x xx x
x x x x

′ ′− −′> ⇔ > ⇔ >
′ ′+ + − + − +

′ ′ ′ ′ ′⇔ − − + > − − + ⇔ − > − ⇔
′ ′− > − ⇔ <

  

 نزولي اكيد است∞−),0[ بر fگيريم كه تابع  و لذا نتيجه مي
 .در شكل زير نشان داده شده است gنمودار تابع ) ٣(
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٥ . ٤شکل 
 

,),0[فرض كنيم    −∞∈′xx   و xx  كوچكتر يـا  ′xمنفي و xدر اين صورت، با توجه به اين كه   . >′
 مساي با صفر است، داريم 

)()(
)()(

22

22

xgxgxx
xxxxxx

′>⇔′>⇔

′−>−⇔′−>−⇔′< 

  نزولي اكيد است∞−),0[بر  gو لذا تابع 
,]0,(فرض كنيم  ∞+∈′xx و xx  بديهي است كه  . >′

)()(22 xgxgxxxx ′<⇔′<⇔′< 

]0,( بر   gيعني تابع    كنـوا   يR بـر  gشـود كـه تـابع        در اينجا ديده مـي    .  صعودي اكيد است   +∞
21نيست، زيرا به عنوان مثال از        )1()2(شـود كـه        نتيجه مي  −> gg 15 ولـي از  −>  نتيجـه  −>

)5()1(شود كه  مي gg >−. 
 .در شكل زير نشان داده شده استhنمودار تابع ) ٤(
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 ٥٤

 
 
 

 
 

 ٢٦.  ٤شکل 
Rxxفرض كنيم    xx و   ,′∋ وجـود داشـته باشـد بـه طـوري كـه            nاگر عددي صحيح ماننـد      . >′

1, +<′≤ nxxn      آنگاه بديهي است كه ،[ ] [ ]xx )()( و لذا    =′ xhxh عنـي  صـورت، ي    در غير اين  . =′
≥>+1اگر   nxn   1 وm x m′≤ < n, كه در آن     + m         دو عدد صـحيح بـوده وmn ، خـواهيم   >

)()(داشت  xhxh ′<. 
 . لي صعودي اكيد نيست صعودي است وR بر  hبنابراين تابع

 .در شكل زير نشان داده شده است kنمودار تابع ) ٥(

 

 

 

 

 

 

 ٢٧ . ٤شکل 

,)0,(رض كنيم ف ∞+∈′xx و xx  واضح است كه  .>′

)()(11 xkxk
xx

xx ′>⇔
′

>⇔′< 
)0,(بر  kيعني تابع   . نزولي اكيد است+∞

,همچنين اگر  ( ,0)x x ′∈ xx و ∞−  ، آنگاه >′

)()()()(

11

xkxkxkxk
xx

xxxx

′>⇔′−<−⇔
′−

<
−

⇔′−>−⇔′< 
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 اش يكنوا نيست،  بر دامنهkتوجه كنيد كه تابع .  نيز نزولي اكيد است∞−),0( بر kو لذا تابع 
45زيرا به عنوان مثال از       )شود كه      نتيجه مي  −> 5) (4)k k− 45 ولي از    > شود    نتيجه مي  −>−

)5()4(كه  −>− kk. 
 و حداقل يك ق منطكنيم كه بين هر دو عدد حقيقي حداقل يك عدد از اين مطلب، استفاده مي) ٦(

 .عدد اصم وجود دارد
),(اي مانند     اكنون بازه  baI Ixxفرض كنيم   . گيريم   را در نظر مي    = ∈21,  ،21 xx < ،1x  و منطـق 

2x(0,)(1پس .  اصم باشد( 12 == xfxf .شود كه   ديده مي 
)()( 2121 xfxfxx >⇒< 

Ixxسپس فرض كنيم     ∈′′ 21 ,  ،21 xx ′<′  ،1x′    2 اصم وx′  (1,)(0پـس  .  باشدمنطق( 12 =′=′ xfxf .
 شود كه  ديده مي

.)()( 2121 xfxfxx ′<′⇒′<′ 

 .نه صعودي است و نه نزولي Iبر بازة fبنابراين تابع 

],[ بـر بـازة بسـتة        f فرض كنيم تـابع       :١٥قضية   ba             پيوسـته بـوده و بـر بـازة بـاز ),( ba 
 در اين صورت . پذير باشد مشتق

),(ه ازاي هر اگر ب) الف( bax∈ ،0)( >′ xf آنگاه f بر ],[ baصعودي اكيد است . 
),(اگر به ازاي هر ) ب( bax∈ ،0)( <′ xf آنگاه f بر ],[ baنزولي اكيد است . 

],[ دو نقطة دلخواه در 2xو  1xفرض كنيم   ) الف( .اثبات ba  21 باشند به طوري كـه xx در . >
],[ بر   fاين صورت    21 xx ه بوده و  بر       پيوست),( 21 xx از قضية مقدار ميانگين    . باشد  پذير مي    مشتق
),(در  cاي مانند  شود كه نقطه نتيجه مي 21 xxكه   وجود دارد به طوري 

.
12

12 )()()(
xx

xfxfcf
−
−

=′ 

21چون   xx 2پس  > 1 0x x− )(0همچنين، بنابر فرض  . < >′ cf .0 پس)()( 12 >− xfxf  و لـذا 
)()( 12 xfxf ,],[ايم كه اگر      بنابراين نشان داده  . < 21 baxx 21 و   ∋ xx )()(، آنگـاه    > 21 xfxf <  .

],[ بر fگيريم كه  نتيجه مي baصعودي اكيد است . 
 . به عنوان تمرين ثابت نماييد) الف(با استدلالي مشابه ) ب(
 

),[هايي به شكل      روي بازه  f فرض كنيم تابع    :١نكتة   a−∞   يا ],[ ba    و يا ),[ ∞+b   پيوسـته 
f، كافي است    fبراي اثبات صعودي اكيد بودن      . باشد ),( به ترتيـب روي   ′ a−∞  يـا ),( ba  و يـا 
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 ٥٦

),( ∞+b    بـه  . مورد نزولي اكيد بودن بكار برد  توان در     استدلال مشابهي را مي   .  موجود و مثبت باشد
],( بر   fعنوان مثال فرض كنيم تابع       ∞+b     پيوسته و بر ( , )b + اگـر  . پذير و مثبت باشد      مشتق ∞

1 2, [ , )x x b∈ + 21 و ∞ xx ــية    > ــردن قض ــار ب ــا بك ــاه ب ــ١٥، آنگ ــازة  ب ],[راي ب 21 xx ــم  داري
)()( 21 xfxf ],( بر fبنابراين تابع . > ∞+bصعودي اكيد است . 
 

 . صعودي استIبر  fدر اين صورت . I ،0≥′fفرض كنيم روي بازة ) ١ ( :٢نكتة 
 . نزولي استI بر fدر اين صورت . I ،0≤′fفرض كنيم روي بازة ) ٢(         

Ixxفرض كنيم   . كنيم  را ثابت مي  ) ١(به عنوان مثال     ∈21 21 و   , xx ],[ بـر    fحال تـابع    . > 21 xx 
),(پيوسته و بر     21 xx اي ماننـد   پذير است و لذا بنابر قضية مقدار ميانگين نقطه          مشتق),( 21 xxc ∈ 

)()()(كـه     ارد به طـوري   وجود د 

12

12 cf
xx

xfxf ′=
−
)()()()(، يعنـي،    − 1212 cfxxxfxf  امـا .−=−′

012 >− xx 0 و بنابر فرض)( ≥′ cf 0، پس)()( 12 ≥− xfxf ،يعني ،)()( 12 xfxf  خلاصه . ≤
)()(,, 212121 xfxfxxIxx ≤⇒<∈∀ 

 . است) و نه لزوماً صعودي اكيد( تابعي صعودي I بر fو بنابراين 
 

),(هاي باز      روي بازه  fفرض كنيم تابع    ) ١ ( :٣نكتة   ca   و ),( bc    صـعودي اكيـد   ( صـعودي (
),( روي بازة f اين صورت در.  پيوسته باشدcبوده و در نقطة  ba است)صعودی اکيد(صعودی . 

) روی بازه های باز  fفرض کنيم تابع    ) ٢( , )a c و ( , )c bبوده و در نقطـه  ) نزولی اکيد(   نزولیc  
) روی بازه fدر اين صورت .پيوسته باشد , )a b است) نزولی اکيد( نزولی. 

 
 

)  :٢٠مثال   )i   حـدودm              را طـوري تعيـين كنيـد كـه تـابعxxmxxf 3)2()( 23 ++−=  
 .صعودي اكيد باشد

( )ii تابعxxxf sin273sin)( ]2,0[ با دامنة تعريف =− πاي صعودي اكيد است ؟  در چه بازه 

( )iii تابع 
2
1

)(
+
−

=
x
x

xf1)1,0(هاي   در بازه =I 2)2,1( و =Iچه وضعيتي دارد ؟  

( )iv تابع 








≥−

<<
≤−

=

1,1
10,0

0,
)(

2

2

xx
x

xx
xfدر دامنة تعريف خود چه وضعيتي دارد ؟  
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( )v تابع( ) 2 4 3 9f x x x= − +   در دامنة تعريف خود خود چه وضعيتي دارد ؟−

( )vi تابع 
1 , 1

( ) 0 , 1 0
, 0

x x
f x x

arc tg x x

+ < −
= − ≤ ≤
 >

  در دامنة تعريف خود چه وضعيتي دارد؟

) .حل )iشرط آنكه تابع  f  0 صعودي اكيد باشد آن است كه>′f . اام 
3)2(23)( 2 ++−=′ xmxxf 

)(0و شرط آنكه هموارة  >′ xfداريم . ∆>0آن منفي باشد، يعني  مبين  كه آن است 
20 ( 2) 9 0m′∆ = ⇔ + − = )24 و ⇔ 2) 36m∆ = + − 

( 1)( 5) 0 1 5.m m m m− + = ⇔ = = − 
 

 

5 1−∞ − +∞ m 

0 0+ − + 24( 2) 36m∆ = + − 

       

 .−)1,5(عبارت است از  mبنابراين بازة قابل قبول براي 
( )ii  داريمxxxf cos273cos3)( xxx و با توجه به اتّحاد   ′=− cos3cos43cos 3 توانيم   مي=−

 بنويسيم 
3

3 2

( ) 3(4cos 3cos ) 27cos
12cos 36cos 12cos (cos 3).

f x x x x
x x x x

′ = − −

= − = −
 

cos2)3(ديهي است كه عبارت  ب −x 0 همواره منفي است و لذا شرط آنكه)( >′ xf   آن اسـت كـه 
0cos <x . اما مطابق جدول زير 
 

30 2
2 2
π ππ π x 

1 0 1 0 1+ − − − + cos( )x 

− + + − ( )f x′ 

 يا 
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 ٥٨

  

(نابراين در بازة ب
2

3,
2

( ππ 0 داريم)( >′ xf  و لذا )(xfدر اين بازه صعودي اكيد است .  

( )iii 1,0( براي(∈x داريم )1)1 −−=− xx و لذا  

2
1

2
)1(

2
1

)(
+
−

=
+
−−

=
+
−

=
x

x
x
x

x
x

xf 

2و بنابراين   

3( )
( 2)

f x
x

−′ =
+

1)1,0(شود كـه در بـازة         ملاحظه مي .  =I    0 همـواره)( <′ xf   و در 

1)1,0( در xf)(نتيجه تابع  =Iكيد است نزولي ا. 
x(1,2)براي  11 داريم ∋ −=− xx و لذا  

2
1

2
1

)(
+
−

=
+
−

=
x
x

x
x

xf 

)2(2و بنابراين   
3)(
+

=′
x

xf . 2)2,1(شود كـه در بـازة         ملاحظه مي =I    0 همـواره)( >′ xf   و در 

2)2,1(ر  دxf)(نتيجه تابع  =Iصعودي اكيد است . 
( )iv    نمودار تابع f     شـود كـه بـه ازاي      از روي ضابطة تابع ديده مـي      . رسم شده است  در شكل زير

10 ≤≤ x  ،0)( =xf.   0 اگر≤x گاه  ، آنxxf 2)( )(0 همواره   x>0 و به ازاي     ′=− >′ xf . پس
xxf،آنگاه x≤1اگر .  صعودي اكيد استf تابع ∞−),0[در  2)( )(0 و بنابراين ′= >′ xf يعني ،
]1,(در   شود در بازه     اما همانطور كه از روي شكل هم ديده مي        .  صعودي اكيد است   f هم تابع    +∞

و نه  (صعودي   R در   fبع  توانيم بگوييم تا    بنابراين مي .  داراي مقدار ثابت صفر است     f تابع   ]0,1[
 .است) صعودي اكيد

 
 
 
 
 
 
 

 

 ٢٨ . ٤شکل 

( )vنويسيم تري مي  به كمك جدول زير ضابطه تابع را به صورت ساده. 
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 ٥٩

2 3−∞ +∞ x 

0− + + 2 4x − 

0− − + 3 9x − 

2 4 0 2 4 2 4x x x− + − − 2 4x − 

3 9 3 9 3 9x x x− + − + − 3 9x − 

5 13 5 5 13x x x− + − + − ( )f x 

  

 

 و بنابراين 









≤−
<<+−

≤+−
=

xx
xx

xx
xf

3,135
32,5

2,135
)( 

 شود كه  به سادگي ديده مي

5)3(,1)3(
1)2(,5)2(

=′−=′
−=′−=′

+−

+−

ff
ff 

 و بنابراين 
5 , 2

, 2
( ) 1 , 2 3

, 3
5 , 5 .

x
x

f x x
x

x

− <
 =′ = − < <
 =

<

 

 پيوسـته اسـت نتيجـه       3 و   2 در نقـاط      f ، و با توجه به ايـن تـابع        ١٥اكنون با استفاده از قضية      
]3,(و در بازة ) اكيد( نزولي ]3,2[ و ∞−),2[هاي  در بازه fگيريم كه تابع مي ) اكيد( صعودي +∞
 .است
( )vi ابتدا پيوستگي تابع fكنيم شود بررسي مي  را در نقاطي كه ضابطة تابع عوض مي. 

1 1 1
lim ( ) lim ( 1) 0 , lim ( ) 0 (0)

x x x
f x x f x f

− − +→− →− →−
= + = = = 

 وجود ندارد

 وجود ندارد
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 ٦٠

 همچنين .  پيوسته استx=−1 در fپس تابع 

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f
−→

=  و  =
0 0

lim ( ) lim 0 0
x x

f x arc tg x arc tg
+ +→ →

= = = 

 اكنون .  هم پيوسته استx=0در  fلذا تابع













<
+

<<−
−<

=′

x
x

x
x

xf

0,
1

1
01,0

1,1
)(

2

 

 .صعودي است Rشود كه تابع بر   ديده مي٣و با توجه به نكته 
 

 گيرد  ها مورد استفاده قرار مي قضية زير در اثبات برخي از نامساوي

],[بر بازة بسـتة   gو  f بع  فرض كنيم توا :١٦قضية  ba     پيوسـته بـوده و بـر بـازة ),( ba 
)()(پذير باشند و فرض كنيم  مشتق agaf )به علاوه فرض كنيم كه به ازاي هر . = , )x a b∈، 

.)()( xgxf ′>′ 

),[در اين صورت به ازاء هر  bax∈ داريم ( ) ( )f x g x>. 

) فرض کنيم .اثبات ) ( ) ( )h x f x g x= )پس به ازای هر . − , )x a b∈ داريم   
0)()()( >′−′=′ xgxfxh . اكنونbxa ],[ض كرده و در بازة  فر>≥ xa قضية مقدار ميانگين 

 بريم ؛ بكار مي hرا براي تابع 

)اي مانند  نقطه , )c a x∈طوري كه    وجود دارد به)()()( ch
ax

ahxh ′=
−
− . 

)()()(0اما  =−= agafah0 فرض و بنابر)( >′ ch . لذا 

.0)()()(0)(0)(
>′−=⇔>′=

−
− chaxxhch
ax

xh 

)()()(0گيريم كه  نتيجه مي >−= xgxfxh ،يعني ،)()( xgxf > . 
 

)  :٢١مثال  )i 0ثابت كنيد كه به ازاي هر>x ، 

.)1ln(
2
1 2 xxxx <+<− 

( )iiگر اNn 2,0 و ∋ ≥> nx ثابت كنيد كه ، 
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 ٦١

.x
n

xn 111 +<+ 

( )iii به ازاي هر π<< x0 ثابت كنيد كه  

.
2

cos1
2xx <− 

) .حل )i اولاً فرض كنيم xxfxxg =+= )(,)1ln()( . 0چونx   بديهي است كه <

)(1
1

1)( xf
x

xg ′=<
+

xx، ١٦لذا با استفاده از قضية . ′= <+ )1ln(. 

)()1ln(ثانياً فرض كنيم     xxf )21 و   =+ )
2

g x x x= داريم  . −
x

xf
+

=′
1

xxg و   )(1 −=′ 1)(. 
)()(، آنگاه x≤1هي است كه اگر بدي xgxf 10اگر . ′<′ << x آنگاه  

21( ) ( ) 1 (1 )(1 ) 1 1 1
1

f x g x x x x x
x

′ ′> ⇔ > − ⇔ − + < ⇔ > −
+

 

0xبه ازای (که همواره  0xلذا به ازای هر . درست است ) < > ،  )()( xgxf  و با ′<′

21ln(1 ، ١٦استفاده از قضيه  )
2

x x x+ > 0xخلاصه برای هر. −    داريم <

.21 ln(1 )
2

x x x x− < + < 

( )ii    فرض كنيم n xxf += x و   )(1
n

xg 11)( ]0,(در بـازة     gو  fبديهي است كـه     . =+ ∞+ 
)0,(پيوسته و در بازة   پذير هستند و داريم   مشتق+∞

.1( )g x
n

′ و =
1

1( )
(1 )nn

f x
n x −

′ =
+

 

)n ،1)1≤2، و به دليل آن كه x<0به ازاي هر  1 >+ −nx 1(1 و لذا( 1 >+ −n nx. 

ــه  .1در نتيج (1 )nnn x n−+ ــابراين <  و بن
nxn

xf
n n

1
)1(

1)(
1

<
+

=′
−

ــي،  )()(، يعن xgxf ′<′ .

)()(دهد كه   نتيجه مي١٦اكنون قضية  xgxf x،يعني، >
n

xn 111 +<+ . 
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 ٦٢

( )iii    فرض كنـيم( ) 1 cosf x x=  و   −
2

( )
2

xg x )داريـم   . = ) sinf x x′ )و  = )g x x′ بـا  . =
>>πتوجه به ايـن كـه        x0    پـس ،xx <sin    ،يعنـي ،)()( xgxf ، ١٦ابر قضـية    اكنـون بن ـ   .′>′

2
cos1

2xx <−.  

 :هاي يكنوائي توابع زير را تعيين كنيد   بازه :٢٢مثال 

( )a xxxf ln2)( 2 −=  ( )b 72492)( 23 +−−= xxxxf  

( )c xexxf −= 2)(   ( )d ( ) cos( )f x
x
π

=. 

) .حل  )a 0 تابع به ازاي هر>xآوريم  مشتق را بدست مي.  تعريف شده است: 

.
x

xxf 14)( −=′ 

014صعودي اكيد است هر گاه  fتابع  >−
x

x ،يعني ، 
2
1

>x. 

014نزولي اكيد است هر گاه  fتابع  <−
x

x ،يعني ،
2
1

<x. 
 

( )bكنيم   مشتق تابع را محاسبه مي: 
.)43(624186)( 22 −−=−−=′ xxxxxf 

 شود كه  ديده مي
.410)( =−=⇔=′ xxxf 

1 4−∞ − +∞ x 

0 0+ − + ( )f x′ 

)صعودی اکيد          نزولی اکيد        صعودی اکيد        )f x 

 

),1(هاي  در بازه  fشود كه تابع      مشاهده مي  )4,( و ∞−−  −)4,1( صـعودي اكيـد و در بـازة    +∞
 .نزولي اكيد است

( )c كنيم  مشتق تابع را محاسبه مي: 

 يا
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 ٦٣

xexxxf −−=′ )2()( 2 

 ،xe−<0و چون همواره 

.20020)( 2 ==⇔=−⇔=′ xxxxxf 

)0,(هاي    شود كه در بازه     به سادگي ديده مي    )2,( و   −∞ ) داريم   +∞ ) 0f x′ ولـي  زنf  و تـابع   >
)(0 داريم   )2,0(اكيد است و در بازة       >′ xf   و لذا تابع f   به شكل زيـر توجـه    . صعودي اكيد است

 .نماييد
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٩ .٤شکل 
 

( )d   تابع ( ) cos( )f x
x
π

پذير  تق تعريف شده و مشx=0 به غير از R بر سرتاسر اعداد حقيقي =
 است و داريم 

2 2( ) sin( ) ( ) sin .f x
x x x x
π π π π−′ = − × = 

)0(0چون همواره  2 >≠
x

x π بديهي است كه علامت )(xf  به وسيلة ′
x
πsinگردد  تعيين مي.  

)sin(0اولاً،  >
x
π هر گاه  

( 0, 1, 2,...)k = ± ±                                2 (2 1)k k
x
ππ π< < + 

)sinثانيا،  ) 0
x
π

  هرگاه >

(2 1) 2( 1) .k k
x
ππ π+ < < + 

(هاي  در بازه fبنابراين تابع 
2
1,

12
1(

kk +
(هاي   صعودي اكيد و در بازه

12
1,

22
1(

++ kk
 نزولي 

 .اكيد است

 يا
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 ٦٤

 
 

)  :٢٣ل مثا )i 10ثابت كنيد به ازاي ≤< xبرقرارهستندزيرهاي   نامساوي : 

.
3 3

3 6
x xx arc tg x x− < < − 

     ( )ii 10 ثابت كنيد كه براي ≤≤ p و هر دو عدد مثبت ab  :ر برقرار استي ز نامساوي,

.ppp baba +≤+ )( 

) .حل )i       نامساوي طرف چپ نيز بـه طريـق مشـابه          (كنيم     تنها نامساوي طرف راست را ثابت مي
 ).گردد اثبات مي

 با ضابطة fتابع 
3

( )
6

xf x arctg x x= −  :نماييم  اسبه مي را در نظر گرفته و مشتق آن را مح+
2 2 2

2 2
1 ( 1)( ) 1 .

1 2 2(1 )
x x xf x

x x
−′ = − + =

+ +
 

 پيوسـته بـوده و در       ]1,0[به ويژه در بازة بستة      . پيوسته است  Rبر سرتاسر اعداد حقيقي      fتابع  
)(0،  )1,0(بازة باز    <′ xf.   بنابراين f     و در نتيجـه، بـه ازاي        ه نزولي اكيد بود   ]1,0[در بازة بستة 

10، كه  xهر  ≤< x 0(، نامساوي()( fxf   يا >
3

0
6

xarctg x x− + < 

 گيريم  جه ميبرقرار است، كه از آن نتي
3

.
6

xarctg x x< − 

( )ii با تقسيم طرفين نامساوي برpbآوريم    بدست مي 
1)()1( +≤+ pp

b
a

b
a 

 يا 

)*     (pp xx +≤+ 1)1( 

كه در آن 
b
ax =. 

  را با ضابطة fتابع .  برقرار استx<0به ازاي هر ) *(دهيم كه نامساوي  اكنون نشان مي
0;)1(1)( ≥+−+= xxxxf pp 
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 ٦٥

 مشتق اين تابع عبارت است از . نماييم معرفي مي

.







+

−=+−=′
−−

−−
pp

pp

xx
pxppxxf 11

11

)1(
11)1()( 

01,0اين مشتق همواره مثبت است، زيرا، بنابر فرض،     ≥−> px.)    1دقت كنيد كـه تنهـا در=p 
)(0آوريم  بدست مي =′ xf .( بنابراين تابع در بازة),0[   صعودي اكيد است، يعني،+∞

0)0()1(1)( =>+−+= fxxxf pp 

ppكه از آنجا  xx )1(1 1p در حالت خاصي كه. شود كامل مي  و اثبات+<+
n

که در آن  (=
n N∈(  آوريم   بدست مي،قرار دهيم 

.)1( ≥+≤+ nbaba nnn 

 . آزمونهاي مشتق  ٤ . ٤
نقاط بحراني آن تابع را به دسـت آورده و نشـان   ) نسبي يا مطلق(م يك تابع   در تعيين نقاط اكسترم   

همچنين . را بايستي در بين نقاط بحراني جستجو كنيم       ) در صورت وجود  (داديم كه نقاط اكسترمم     
كه خود بـه     (١٥اكنون با استفاده از قضية      . ديديم كه يك نقطة بحراني لزوماً نقطة اكسترمم نيست        

نيمم نسبي يك تابع      ملاكي براي يافتن ماكزيمم و مي     ) دار ميانگين ثابت شده است    ناد قضية مق  تاس
 .دهيم ارائه مي

 

 ) :آزمون مشتق اول براي اكسترمم نسبي (١٧قضية 
),(بازبر تمام نقاط بازة      fفرض كنيم تابع     ba  شامل نقطة c          پيوسته بوده، و فرض كنيم كـه f ′ 

),( تمام نقاط بر ba ًبه استثناي احتمالا c در اين صورت . وجود داشته باشد: 
( )i      اگر به ازاي هر ),( cax∈  ،0)( >′ xf و به ازاي هر ),( bcx∈ ،0)( <′ xf آنگاه تابع f در 

 .نيمم نسبي است  داراي يك ميcنقطة 
( )ii اگر به ازاي هر),( cax∈ ،0)( <′ xf و به ازاي هر ),( bcx∈ ، 0)( >′ xf آنگاه تابعf در 

 . نسبي استماکزيمم داراي يك cنقطة 
 

) .اثبات )i     چون در بازة باز),( ca   0 داريم)( >′ xf    گيريم كه تـابع     نتيجه مي  ١٥، از قضيةf 
],[بر   ca   بـازة بـاز       در   چـون .  صعودي اكيد است ),( bc    0 داريـم)( <′ xf،     نتيجـه   ١٥ از قضـية 
],[ بر   fگيريم كه تابع      مي bc   1],[اكنون اگر   .  نزولي اكيد است cax cx و   ∋  آنگاه، بـه دليـل      1≠

],[ بر   fصعودي اكيد بودن     ca ،)()( 1 cfxf ,],[همچنين اگر . > 22 bcxcx اه، به دليل  آنگ≠∋
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 ٦٦

ــودن   ــد ب ــي اكي ــر fنزول ],[ ب bc ،)()( 2xfcf ــر  . < ــه ازاي ه ــابراين ب ],[بن bax∈ و cx ≠ 
)()( xfcf  .داراي يك ماكزيمم نسبي است cدر نقطة   fبه عبارت ديگر، . <

( )ii    اثبات اين قسمت مشابه( )iهاي زيـر توصـيف    شكل.  است و آن را به عنوان تمرين ثابت كنيد
)هاي  قسمت )i و ( )iiت اس. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٠ . ٤شکل 
 

 c در   fكنـد كـه اگـر         بيـان مـي    حقيقتدر   آزمون مشتق اول براي اكسترمم نسبي        :تبصره  
xf)(پيوسته بوده و      افـزايش  cدرگـذرِ از   x تغيير علامت جبري از مثبت به منفي بدهد وقتـي    ′

xf)( داراي يك ماكزيمم نسبي است و اگر   c در نقطة    fيابد، آنگاه     مي  تغيير علامـت جبـري از   ′
نـيمم نسـبي در     داراي يك ميfيابد، آنگاه   افزايش ميc درگذرِ از xمنفي به مثبت بدهد وقتي   

 . استcنقطة 
)هاي    شكل )i   و ( )ii    هايي است كه       در بالا توصيف حالت)(cf زيـر  ) الـف (در شكل   .  وجود دارد  ′

 اسـت، امـا     c نشان داده شده است كه داراي يك ماكزيمم نسـبي در نقطـه               fنمودار تابعي مانند    
)(cf cx موجود نيست، در عين حال وقتي     ′ < ،0)( >′ xf و وقتي cx > ،0)( <′ xf . در شكل
 يـك نقطـة بحرانـي اسـت، و          c نشان داده شده است كه بـراي آن          fزير نمودار تابعي مانند     ) ب(

0)( <′ xf   وقتي x c<    0، و نيز)( <′ xf   وقتي x c>    ؛ بنابراين تابعf    در نقطه c    داراي يـك 
 .اكسترمم نسبي نيست
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 ٦٧

 
 
 
 
 
 
 

 ٣١ . ٤شکل 
 

 :كنيم   به ترتيب زير عمل ميfنند به طور خلاصه، براي تعيين اكسترمم نسبي تابعي ما
)١ ()(xf  .كنيم   را پيدا مي′
)(0ها  را كه براي آن xكنيم، يعني، مقاديري از  را پيدا ميfنقاط بحراني تابع ) ٢( =′ xf  يا براي

xf)(ها  آن  . وجود ندارد′
 .بريم قضية آزمون مشتق اول براي اكسترمم نسبي را بكار مي) ٣(
 

 .هاي زير اين شيوه توضيح داده شده است در مثال
 

 توابـع زيـر را       اكسترمم نسبي  ، با استفاده از آزمون مشتق اول براي اكسترمم نسبي          :٢٤مثال  
 : پيدا كنيد 

( )i196)( 23 ++−= xxxxf        ( )ii
4 1
3 3( ) 4f x x x= + 

( )iii 
2 4 , 3

( )
8 , 3
x xf x

x x
 − <

= 
− ≥

  ( )iv ]2,0[,
2sin

sin)( π∈
−

= x
x

xxf 

( )v xxxf sin
2
1)( )2,0( در بازة باز =− π.  

) .حل )i داريم 

)1)(3(39123)( 2 −−=+−=′ xxxxxf 
 و 

.130)( ==⇔=′ xxxf 
)چون  )f x′ به ازاي هر x R∈ موجود است نقاط بحراني تابع f3نداز  عبارت, 1x x= جدول . =

 :دهيم  زير را تشكيل مي
 

 يا
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 ٦٨

1 3−∞ +∞ x 

0 0+ − + ( )f x′ 

)صعودی اکيد          نزولی اکيد        صعودی اکيد        )f x 

 
)1(5داراي مـاكزيمم نسـبي       f تـابع    x=1شود كه در      ديده مي  =f    3 و در=x    تـابع f داراي 

)3(1نيمم نسبي  مي =fييد توجه نماريزبه شكل . باشد  مي. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٢ . ٤شکل
 

( )ii داريم 
1 2 2
3 3 3

3 2

4 4 4 4( 1)( ) ( 1)
3 3 3 3

xf x x x x x
x

− − +′ = + = + = . 

x  ،)(xf=0چون در    )(0 موجود نيست و     ′ =′ xf     1 معادل بـا−=x  باشـد، بنـابراين نقـاط         مـي
1,0عبارتنداز  f بحراني تابع   :دهيم  جدول زير را تشكيل مي. −

 
 
 
 
 

1 0−∞ − +∞ x 

0− + + ( )f x′ وجود ندارد 
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 ٦٩

)د          صعودی اکيد        صعودی اکيد              نزولی  اکي )f x 

 
 

  f تـابع    x=0 اسـت و در       −3نـيمم نسـبي       داراي مـي   f تـابع  x=−1شـود كـه در        ديده مـي  
 .اكسترمم نسبي ندارد

 . توجه نماييدزيركل به ش
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٣ .٤شکل
( )iii 3 اگر<x آنگاه  xxf 2)( )(00 و ′= =⇔=′ xxf . 
)(1 آنگاه   x<3اگر   −=′ xf .  3(1,)3(6چون( =′−=′ −+ ff  3(گيـريم كـه        نتيجه مي(f  موجـود   ′

 :دهيم  جدول زير را تشكيل مي.  هستندf نقاط بحراني تابع 0 و 3بنابراين . نيست
 

0 3−∞ +∞ x 

0− + − ( )f x′ 

)نزولی اکيد        صعودی اکيد              نزولی  اکيد           )f x 

 
)0(4نيمم نسبي     داراي مي  x=0 در    fشود كه تابع      ديده مي  −=f 3 و در=x داراي ماكزيمم 

)3(5نسبي  =fاست . 
 
 
 
 
 

 وجود ندارد
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 ٧٠

 
 

  ٣٤ .٤شکل

( )iv   2(2                                    داريم(sin
cos2

2)2(sin
sincos)2(sincos)(

−
−

=
−

−−
=′

x
x

x
xxxxxf 

 و 
                                   

( 0, 1, 2,...)k = ± ±
2

0cos0cos20)( ππ +=⇔=⇔=−⇔=′ kxxxxf 
]2,0[و بنابراين در  π عدد صحيح k را اختيار نمايد1و 0تواند مقادير  مي . 

 
30 2

2 2
π π π x 

0 0− + − ( )f x′ 

)نزولی اکيد        صعودی اکيد              نزولی  اکيد           )f x 

 

]2,0[نقاط بحراني تابع  در       π     منحصر هستند به 
2
π  و

2
3π.   در 

2
π

=x     تـابع  f   نـيمم     داراي مـي

) نسبی ) 1
2

f π
=  و در −

2
3π

=x تابع f نسبی داراي ماكزيمم 
3
1)

2
3( =
πfباشد  مي. 

( )v داريم xxf cos
2
1)(  و ′=−

3
5,

32
1cos0)( ππ

=⇔=⇔=′ xxxf. 

)2,0(لذا در بازة باز  π نقاط بحراني تابع  عبارتنداز 
3

,
3

5 ππ.  
50 2

3 3
π π π x 

0 0− + − ( )f x′ 

)لی اکيد        صعودی اکيد              نزولی  اکيد          نزو )f x 

 در  f تابع           
3
π

=xنيمم نسبي و در   داراي مي
3

5π
=x بـه  . ماكزيمم نسـبي اسـت   داراي

 .توجه نماييدري زشكل 
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 ٧١

 
 
 

 
 
 
 
 
 ٣٥ .٤شکل

fتوان با بررسي علامت جبري   در صفحات قبل آموختيم كه چگونه مي      هاي چپ و راسـت    در بازه′
 داراي مـاكزيمم نسـبي يـا        cاي بحراني ماننـد        در نقطه  fمعين نمود كه آيا تابعي مانند        cنقطة  
نيمم نسبي هست يا خير ؟ آزمون ديگري براي اكسترمم نسبي وجود دارد كه تنهـا دربرگيرنـده          مي

آزمون مشـتق دوم بـراي   اين روش بـه    . باشد   است و كاربرد آن اغلب آسانتر مي       cنقطة بحراني   
 .گردد قضية زير بيان ميمعروف بوده و در اكسترمم نسبي 

 

 :)م نسبيآزمون مشتق دوم براي اكسترم : (١٨قضية 
)(0 باشد كه در آن     fيك نقطة بحراني تابع    cفرض كنيم    =′ cf و فرض كنيم ،f  به ازاي تمام ′

cf)(فـرض کنـيم     .  وجود داشته باشـد    cدر يك بازة باز شامل       xمقادير   در ايـن   . باشـد  موجود ′′
  صورت 

( )i 0اگر)( <′′ cf آنگاه ،fر  داراي يك ماكزيمم نسبي دcاست ؛  
( )ii 0اگر)( >′′ cf آنگاه ،fنيمم نسبي در   داراي يك ميcاست . 

 

cf)(بنابر فرض، ) i (.اثبات  م  موجود و منفي است، پس داري′′

.0)()(lim)( <
−

′−′
=′′

→ cx
cfxfcf

cx
 

cx وجود دارد به طوري كه به ازاي هرcشامل نقطة  I، بازة بازي مانند ٢لذا بنابر قضية   I در ≠

(1)   0)()(
<

−
′−′

cx
cfxf 

Iفرض كنيم    cxها  كه براي آنI در x بازة بازي باشد شامل تمام مقادير  ′  نقطـة  c، بنابراين، >
Iانتهايي راست بازة باز    Iفرض كنيم   .  است ′ كه بـراي  Iدر  x بازة بازي باشد شامل تمام مقادير  ′′

cxها  آن I نقطة انتهايي چپ بازة باز c، بنابراين <  .   است′′
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 ٧٢

Ix در اين صورت اگر  )(0  نگاهآ ∋′ <− cx شود كه   نتيجه مي(1)، و از نامساوي 
( ) ( ) 0f x f c′ ′− )()( يا، به عبارت معادل،   < cfxf Iدر xاگر . ′<′ −<0 باشد، ′′ cx (1)، و از 

)شود كه  نتيجه مي ) ( ) 0f x f c′ ′− )()( يا، به عبارت معادل، > cfxf ′<′. 
)(0اما به دليل آن كه       =′ cf  گيريم كه اگر      ، نتيجه ميxر  دI )(0 باشـد،  ′ >′ xf  و اگـر ،x  در

I )(0 باشد،   ′′ <′ xf .  ،بنابراين)(xf يابد تغيير علامت جبـري       زايش مي  اف c درگذرِ از    x وقتي   ′
 داراي يـك مـاكزيمم نسـبي        cدر نقطـة     f، تـابع    ١٧دهد و لذا، بنابر قضية        از مثبت به منفي مي    

 . است
( )ii اثبات اين قسمت مشابه ( )iه عنوان تمرين آن را ثابت كنيد است و ب . 

 

)(0در قضـية فــوق اگـر       ) ١ (:تبصرة مهم    =′′ cf        آنگـاه در مـورد وجـود يـا عـدم وجـود ،
 .توانيم بكنيم  به استناد قضية بالا هيچ اظهار نظري نميcاكسترمم تابع در نقطة 

)()(...)(0فرض كنيم ) ٢( 1 ===′′=′ − cfcfcf n ا0 ام)()( ≠cf n.  
)()(0در اين صورت اگر     . زوج است  n :حالت اول    >cf n    آنگاه تابع f   در c   نيمم    داراي يك مي

)()(0نسبي است و اگر  <cf nاه تابع  آنگf در cداراي يك ماكزيمم نسبي است . 
 . . شد داراي اكسترمم نسبي نميc در f فرد است، در اين صورت تابع n :حالت دوم 

 

 اكسترمم نسبي توابع زير را با استفاده از آزمون مشـتق دوم بـراي اكسـترمم نسـبي                   .٢٥مثال  
 :توابع پيدا كنيد 

( )i4 3 24( ) 4
3

f x x x x= + −،   ( )ii xxxf 44 cossin)( +=، 

( )iii
4

4sincos)
2
1()(

2 −
−+−=

xxxxxf آن  كه در
2

0 π
≤≤ x ، 

( )iv 2
2 1)(

x
xxf } كه در آن =+ }0−∈ Rx ، 

( )v 
601883

50)( 234 +−+
=

xxx
xf ، ( )vi 2

( ) 1xf x e= −. 
 

) .حل )i   داريم xxxxf 844)( 23 )(8812 و   ′=+− 2 −+=′′ xxxf .     0با قرار دادن)( =′ xf 
 آوريم  بدست مي

.24 ( 2) 0 4 ( 2)( 1) 0 0 2 1x x x x x x x x x+ − = ⇔ + − = ⇔ = = − = 
,1,0عبارتنداز fبنابراين نقاط بحراني     كنـيم   نقاط معين ميبا يافتن علامت مشتق دوم در اين   . −2

 .به جدول زير توجه نماييد. كه در كداميك از اين نقاط بحراني تابع داراي اكسترمم نسبي است

 يا يا
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 ٧٣

 
 
 
 

2 0 1− x 
32 50
3 3

− − ( )f x 

0 0 0 ( )′f x 
+ − + ( )′′f x 

f         دارای می نيمم نسبی است                    f     دارای ماکزيمم نسبی است    fنتيجه گيری    دارای می نيمم نسبی است 
 
 
 ( )ii   تابع f     به ازاي هر Rx∈ پذير است، و بنابراين تنها نقاط بحراني           مشتقf ،    نقاطي هستند

 ها مشتق  كه در آن
3 3

2 2

( ) 4sin cos 4cos sin
4(sin cos )sin cos 4cos 2 sin cos

f x x x x x
x x x x x x x

′ = −

= − = −
 

 اين نقاط عبارتنداز . مساوي با صفر باشد
....,2,,0 ππ ±±=x0ها   كه در آنsin =x، 

....,
2

3,
2

ππ
±±=x0ها    كه در آنcos =x، 

....,
4

3,
4

ππ
±±=x02ها   كه در آنcos =x.  
م تابع مشتق دوfكنيم ؛  را محاسبه مي 

,cos4sin4cossin24
cos4sincos12sin4cossin12)(

4422

422422

xxxx
xxxxxxxf

−−=

−+−=′′ 

 و بنابراين 
4)1(4)0(4)0(24)( −=−−=′′ xf 0,,2,.... هرگاه ππ ±±=x، 

4)0(4)1(4)0(24)( −=−−=′′ xf هر گاه ....,
2

3,
2

ππ
±±=x ، 

4)
4
1(4)

4
1(4)

4
1(24)( =−−=′′ xf هر گاه ....,

4
3,

4
ππ

±±=x. 
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 ٧٤

,2,... داراي ماكزيمم نسبي در نقـاط        fلذا بنابر آزمون مشتق دوم،      
2

3,,
2

,0 ππππ
±±±±=x  و 

,....نيمم نسبي در نقاط       داراي مي 
4

3,
4

ππ
±±=x نشان دهيد كه ماكزيمم نسبي برابر بـا      . باشد   مي

با برابر  نسبی نيمم   و مي1
2
 .باشد  مي1

( )iii مشتق تابعf كنيم  را محاسبه مي: 

)
2
1)(sin

2
1()

2
1(

2
1sin)

2
1(

4
)12(cossin)

2
1(cos)(

−−=−−−−=

−
−+−−−=′

xxxxx

xxxxxxf
 

 و 

2
1sin

2
1

0
2
1sin0

2
10)

2
1)(sin

2
1(0)(

==⇔

=−=−⇔=−−⇔=′

xx

xxxxxf
 

,0)و چون در بازة      )
2
π   تابع f  است لذا   پذير     مشتق

2
1

=x   و 
6
π

=x      0] تنها نقاطي در بازة, ]
2
π 

)(0ها  هستند كه در آن =′ xf . اكنون مشتق دوم تابعfكنيم   را محاسبه مي: 
1 1( ) sin ( ) cos .
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1( ) sin ( )cos sin
2 2 2 2 2 2 2 2

f x x x x

f

′′ = − + −

′′ = − + − = −
 

0 به ازاي    و با توجه به اين كه     
2

x π
< xx داريم   > <sin   0 بنابراين)

2
1( <′′f      يعنـي تـابع f  در 

2
1

=xهمچنين .  داراي يك ماكزيمم نسبي است 
1 1 1 1 1 3( ) sin ( ) cos ( )

6 6 2 6 2 6 2 2 6 2 2
3 3( ) 0.

2 6

f π π π π π

π

= − + − = − + −

−
= >

 

  در fلذا تابع 
6

x π
 .دارای می نيمم نسبی است =

( )iv تابع  مشتقf كنيم   را محاسبه مي : 

                             3 3
2 1( ) 0 2 0f x x x

x x
′ = ⇔ − = ⇔ 3 و =

2( ) 2f x x
x

′ = − 
                     .4 21 0 ( 1)( 1)( 1) 0 1 1x x x x x x⇔ − = ⇔ + − + = ⇔ = = − 

4اكنون داريم 

62)(,08)1(
x

xff +=′′>=±′′.  
 .نيمم نسبي است   داراي يك ميx=±1 در نقاط  fبنابراين تابع

 يا

 يا

 يا

 لذا
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 ٧٥

 
( )v 601883در اينجا ساده تر است كه اكسترمم تابع)( 234

1 +−+= xxxxf را پيدا كنيم. 
3چون  2 2

1( ) 12 24 36 12 ( 2 3),f x x x x x x x′ = + − = + )(12)343( و − 2
1 −+=′′ xxxf 

1xداريم  0xيا = )1 يا = ) 0 3f x x′ = ⇔ = − . 
)1 اکنون   3) 0f ′′− 3x ، بنابراين در نقطه      < = )1 تابع − )f x اسـت و   نيمم نسـبي  داراي يك مي که

)تابع مفروض    )f x         2داراي يك ماكزيمم نسبي است كه برابر با( 3)
3

f − = توضيح ايـن   . باشد   مي −
),(مطلب مفيد است كه بازه اي باز مانند  βα وجوددارد به طوري كه به ازاي هـر   −3 شامل نقطة

( , )x α β∈   3,(3 و()( −≠−< xfxf  .     3(0به دليل آن كه( ≠−f   3( و چون()(lim
3

−=
−→

fxf
x

 
)(Ix∈  ،0به ازاي هر    شود كه     يافت مي Iمانند   −3پس بازة بازي شامل      ≠xf .     از طرفـي چـون

3x در   1fتابع   = Iنيمم نسبي است پس بازة بازي مانند           داراي يك مي   − وجـود دارد   −3 شامل ′
ــه   ــوري ك ــه ط ــر  ب ــه ازاي ه Ixب ــم x≠−3 و ∋′ )3()( داري 11 xff ــيم  −> ــرض كن ــون ف ، اكن

),( βα=′∩ II   ،  ،يعني),( βα      0، كـه در ايـن بـازه،         −3 بازة بازي است شامل)( ≠xf   و نيـز  

)()3( 11 xff شودكه  اما ديده مي). x≠−3هرگاه  (−>
)(

1
)3(

1)()3( 11 xff
xff <

−
⇔<−.  

0,),(چون در بازة    
3
2)3( βα<

−
=−f   و )(xf      در اين بازه با )3(−f      هم علامت است، پس اگر 

ــدد م    ــرفين آخــرين نامســاوي را در ع )ثبــت ط 3) ( )f f x−    ــيم خــواهيم داشــت  ضــرب كن
)3()( −< fxf .     خلاصه به ازاي هر),( βα∈x   3( داريم()( −< fxf    يعني تـابع f 3 در−=x 

 . داراي يك ماكزيمم نسبي است
1)0(0 كه شود همچنين ديده مي   <′′f 0، بنابراين درx  داراي يك ماكزيمم نسبي اسـت  1f تابع =

نيمم نسبي     داراي مي  fتابع  ) با استدلالي مشابه بالا   (و  
6
5)0( =f  (1)1بـالاخره   . باشـد    مـي 0f ′′  ؛<

 داراي مـاكزيممي نسـبي برابـر بـا     f نسبي و لذا تـابع  ینيمم  داراي مي  1f تابع   x=1بنابراين در   

53
50)1( =fباشد  مي. 

( )vi  1جا ساده تر است كه نقاط اكسترمم تابع       در اين)(
2

1 −= xexf   را كه بر نقاط اكسـترمم تـابع 
)(xf منطبق هستند پيدا كنيم ) 01توجه كنيد كه همواره

2

≥−xe و )()( xfxf  معادل است >′
)()(با  11 xfxf  : كنيم   را محاسبه مي1fمشتق تابع ). >′

.1( ) 0 0f x x′ = ⇔ 2 و =

1( ) 2 xf x xe′ = 
2 همچنين داريم  2

1( ) 2 (1 2 )xf x e x′′ = )1و + ) 2 0f x′′ = >. 
0x در fلذا تابع  و   نيممي نسبي است     داراي مي  x=0 در   1fبنابراين تابع      دارای می نيممی =
 .نسبی است
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 ٧٦

 :  بررسي كنيد x=0 اكسترمم نسبي توابع زير را در نقطة  :٢٦مثال 
2 3

3 4

( ) cos 1 ( )
2! 3!

. ( ) sin ( )
3! 4!

x xf x x a

x xf x x x b

= − + −

= − + −
 

  .كنيم ديم استفاده مي بيان نمو١٨در اين مثال از تبصرة مهمي كه بعد از قضية .حل

( )aداريم                                       
2

( ) sin ; (0) 0
2!
xf x x x f′ ′= − + − = 

                                                     ( ) cos 1 ; (0) 0
( ) sin 1 , (0) 1 0

f x x x f
f x x f

′′ ′′= − + − =
′′′ ′′′= − = − ≠

 

.  مشتق مرتبة سوم است، يعني، از مرتبه فرد اسـت          x=0و بنابراين اولين مشتق غيرصفر در نقطة        
 . اكسترمم نسبي نداردx=0در  fبنابراين تابع 

( )b    داريم                               
2 3

( ) cos 1 ; (0) 0
2! 3!
x xf x x f′ ′= − + − = 

                                             

2

(4) (4)

( ) sin ; (0) 0
2!

( ) cos 1 , (0) 0
( ) sin 1, (0) 1 0

xf x x x f

f x x x f
f x x f

′′ ′′= − + − =

′′′ ′′′= − + − =

= − = − <

 

.  چهارم است، يعنـي، از مرتبـة زوج اسـت            از مرتبة  x=0و بنابراين اولين مشتق غيرصفر در نقطه        
)4()0(01چون  <−=fپس تابع f  0در=xكزيممي نسبي است داراي ما . 

 

0x اكسترمم نسبي توابع زير را در نقطة  :٢٧مثال   :  بررسي كنيد =
)4) الف( )f x x= 2) ب( ، − 2( ) cosg x x x= )1) ج(،  + ) tanh x x arctgx−= =. 

 .كنيم از آزمون مشتق اول استفاده مي :  روش اول.حل
34) الف( 4)()( xxfxxf )(0 آنگـاه    x>0بنابراين اگر   . =−⇒′=− >′ xf     0 و اگـر>x   آنگـاه 

0)( <′ xf . بنابراين تابعf  0 در=xداراي يك ماكزيمم نسبي است . 

xxxgxxxg) ب( 2sin2)(cos)( 22 ,0(لذا اگر . =+⇒′=−
2

(2 π
−∈x0گاه ن آ)( <′ xg و اگر 

2 (0, )
2

x π
)(0 آنگاه ∋ >′ xg . بنابراين تابعg  0در=xنيمم نسبي است  داراي يك مي. 

1) ج(
2

1( ) tan ( )
1

h x x arc tg x h x
x

− ′= = ⇒ =
+

)(0شود كه همواره       و ديده مي    >′ xh .  پـس
)(xh 0 در=xاكسترمم ندارد . 
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 ٧٧

توانيم   برابر با صفر است و لذا نميx=0شود كه مشتق دوم همة اين توابع در   ديده مي:روش دوم
 .  استفاده كنيم١٨توانيم از تبصرة بعد از قضية  بهر حال مي. ار بريمآزمون مشتق دوم را بك

 
 داريم ) الف(

018)0(,18)(
0)0(,18)(
0)0(,9)(

)4()4(

2

<−=−=

=′′′−=′′′
=′′−=′′

fxf
fxxf
fxxf

 

 . داراي يك ماكزيمم نسبي استx=0در  fتابع ) ١٨بعد از قضية (لذا بنابر تبصره 
 )ب(

08)0(,2cos8)(
0)0(,2sin4)(
0)0(,2cos22)(

)4()4( >==

=′′′=′′′
=′′−=′′

gxxg
gxxg
gxxg

 

 .نيمم نسبي است  يك داراي ميx=0در  gابع پس ت
 )ج(

2 2

2 2 2 2 2

2 4 2 3

2( ) , (0) 0
(1 )

2(1 ) 2(1 )(2 )( 2 ) 2(1 ) 8( ) .
(1 ) (1 )

xh x h
x

x x x x x xh x
x x

−′′ ′′= =
+

− + − + − − + +′′′ = =
+ +

 

)0(02شود كه     ديده مي  <−=′′′h     چون اولين مشتق غيـر صـفر   ) ١٨بعد از قضية    (، لذا بنابر تبصره
 .باشد  داراي اكسترمم نسبي نميx=0در  hتابعرينة فرد است م از x=0 در  hتابع 
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